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1.4   矢量场的通量和散度 

1．矢量场的通量 

在场域中选取一曲面 S  

取定一侧作为曲面的正侧 

如果曲面是闭合的， 

习惯上取外侧为正侧 

以法线方向表示曲面正侧 

取一点 M 与包含这点在内的一曲面元dS  

过 M 点作曲面的法向单位矢量 en，  接下去… 
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矢量 A（ ）M 穿过曲面元的通量定义为 

d = d d d A S Sn n  A e A S  

矢量 A（ ）M 穿过曲面S 的通量定义为 

d d dn n
S S S

A S S     A e A S   

d dSS e n             通量是一个标量 

d d  A S  可能取正值，也可能取负值 

场矢量与曲面法线方向之间夹角决定。 
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若 S是闭合曲面，且指定外侧方向为面的法线方向 

    A Sn
S S

d dA S    

若  0，表示散出闭合面的通量大于汇入的通量 

说明有矢量线从闭合面内散发出来 

若  0，表示汇入闭合面的通量大于散出的通量 

说明有矢量线被吸入到闭合面内 

若  0，表示散出通量与汇入通量相等 

在电磁场中有电通量和磁通量等 
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通量说明图
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例：在点电荷q产生的电场中，场矢量 D e
q
r r4 2

 

其中 r是点电荷q到场点 M的距离， er 是从点电荷 

q指向场点 M的单位矢量。设 S为以点电荷为中心， 

R为半径的球面，求从球内散出 S的电通量。 

解  在球面 S上恒有 r R ， 

且 er 与球面的法向单位矢量en的方向一致，  未完？ 
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可见，在球面 S 内产生电通量的源，就是电荷q  

当q为正电荷时， >0，为正源， 

说明有场矢量线从q向外发出 

当q为负电荷时，  0，为负源， 

说明有场矢量线终止于q。   完了 
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2．散度的定义 

通量用来分析闭合面内场矢量源的整体情况 

但（转折）为了分析场中一点及其附近的情况， 

就要将闭合面缩小到一点上 

引入矢量场的散度概念 

设有矢量场函数 A（M）， 

在场中作包围点 M 的闭曲面 S， 

设其所包围的空间区域为，体积为V  

当收缩到 M 一点附近，即V  0时，怎么样？ 
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若极限
0

lim d
V

S

V
 

 
 

 
 A S 存在， 

则称此极限值为矢量场 A（M）在点 M 处的散度 

记作divA。 

0

d
div lim S

V V 




 A S
A


   

散度运算是分析矢量场的工具 

散度是描述矢量场中任一点发散性质的量 
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矢量的散度是标量 

从定义可看出，散度就是通量的体密度 

矢量 A的散度形成一个标量场， 

叫做矢量场 A的散度场 

应用散度概念分析矢量场中任一点的情况： 

divA  0，表明 M 点有正“源” 

divA  0，表明 M 点有负“源” 

若divA  0，表明该点无“源” 

如果在场中处处divA  0，则称此场为无“源”场 
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这里所谓“源”是指能够发出或吸收矢量线的源 

与一般意义上的场源有区别 

称为无散场更确切！ 

3．散度的计算 

在直角坐标系中，若矢量场 

A e e e  A x y z A x y z A x y zx x y y z z( , , ) ( , , ) ( , , )  

分量 A A Ax y z, ,  有一阶连续偏导数， 

则可求 A在任一点 M 处的散度。 

根据散度的定义可知，divA与所取V 的形状无关， 
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只要在取极限时，所有的尺寸都趋于零即可。 

以观察点  M x y z, , 为中心 

作一长方体， 

其三个边长分别为 

2 2 2  x y z, ,  。 

分别计算从各表面散出的 A的通量 

设进入表面的通量为负，散出表面的通量为正 

在 M 点附近，将矢量函数 A展开成泰勒级数， 

忽略高阶项！（谁的高阶项，为什么可以忽略？） 
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从前、后一对表面散出的净通量为 

    ( ) ( )A
A
x

x y z A
A
x

x y z
A
x

x y zx
x

x
x x








        4 4 8 从左、

右一对表面散出的净通量为 

    ( ) ( )Ay
A
y

y x z Ay
A
y

y x z
A
y

x y zy y y










        4 4 8 从上、

下一对表面散出的净通量为 

    ( ) ( )A
A
z

z x y A
A
z

z x y
A
z

x y zz
z

z
z z








        4 4 8 从 平

行六面体六个面上散出的净通量为 

A S    d 8( )
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六面体的体积   V x y z 8 ，所以 

A S
  

d
s x y z

V
A
x

A
y

A
z










  

因此，由散度的定义 

div
d

A
A S





lim
 V

s

V0
   

得直角坐标系中散度的计算公式 

divA   









A
x

A
y

A
z

x y z  
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例： 求点电荷q产生的静电场中， 

场矢量 D e
q
r r4 2

（ r  0 ） 

在 M 处的散度divD  

解  D e e e e e e     
q
r

x y z D D Dx y z x x y y z z4 3
( )  

于是有    

 
D
x

q r x
r
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4
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所以 

divD 
  


q r x y z

r4
3 3 0

2 2 2 2

5
( )

 ( r  0)  

4．散度的运算公式 

设C为空间常数，u为空间标量函数， 

A、 B 为空间矢量函数 

根据导数的运算规则，得散度的运算规则： 

   1) div div( )C CA A  

   2) div div grad( )u u uA A A    
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   3) div div div( )A B A B    

 公式 2)证明如下： 

div( ) ( ) ( ) ( )u uA
x

uA
y

uA
z

x y zA   
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5．散度定理 

设矢量场 

A e e e  A x y z A x y z A x y zx x y y z z( , , ) ( , , ) ( , , )  

各分量 A A Ax y z, , 在闭曲面 S所围区域内 

有一阶连续偏导数，则有 

A S A d div d
S V

V      或 

A y z A z x A x y
A
x

A
y

A
z

x y zx
S

y z
x y z

V

d d d d d d d d d     ( )
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称为散度定理或高斯—奥斯特洛格拉特斯基公式 

它的意义在于给出了 

闭合曲面积分与体积分之间的等价互换关系 

散度定理在电磁场原理中得到广泛的应用， 

为电磁场理论的建立提供了数学基础。 

散度定理的说明： 

据散度的定义， A的散度是从单位体积 

发出的 A的通量，从整个体积中 

发出的通量应为 A的散度的体积分， 

德C.F. 高斯

乌M.V.

奥斯特洛格拉特斯基
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也就是式等号右边的值（左图） 

 

设想将体积V 分成许多体积元， 

相邻体积元分界面上的通量相互抵消， 
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（从体积元发出，通量为正； 

进入体积元，通量为负） 

只有到了体积V 的外边界面上，通量才不会抵消 

整个体积中发出的通量就是外表面发出的通量 

也就是等号左边的值（右图）， 

由此可知式成立 

散度定理： 

两种通量计算公式在一定条件下的等价关系！ 
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散度部分结束


