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宇宙： “上下四方曰宇，

                              往古来今曰宙。” 

时空：时间，空间

坐标系：直角坐标系、

                    圆柱坐标系、

                        球坐标系
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1  矢量分析与场论基础 

本章提示： 

 矢量分析和场论是重要数学工具 

 矢量函数的微分与积分的运算规则 

 场的基本概念 

 导出标量场的等值面方程 

 矢量场的矢量线方程 

 源点和场点及其相互关系 

 平行平面场和轴对称场 

 标量函数方向导数，梯度的定义 
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 直角坐标系梯度计算公式和梯度运算规则 

 矢量函数通量，散度的定义 

 直角坐标系散度计算公式和散度运算规则 

 散度定理 

 矢量函数环量和环量面密度概念，旋度的定义 

 直角坐标系中旋度计算公式和旋度运算规则 

 斯托克斯定理 

 哈米尔顿算子的定义和运算规则 

 格林定理和亥姆霍兹定理 

 三种常用坐标系中有关的计算公式 
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重点: 

梯度、散度和旋度 

定义、计算公式和运算规则 

散度定理、斯托克斯定理 

格林定理、亥姆霍兹定理 

亥姆霍兹

高斯

斯托克斯
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1.1  矢量分析公式 
1．矢量代数公式 

 1）标量、矢量和单位矢量 

    标量  

    矢量  

    矢量的模  

单位矢量，用e 表示。如 e e ex y z, ,    

矢量写成 AAA e  

直角坐标系中写成 A e e e  A A Ax x y y z z  

矢量平移 
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 2）矢量的加减法 

A e e e  A A Ax x y y z z  

B e e e  B B Bx x y y z z  

     A B e e e      A B A B A Bx x x y y y z z z  

矢量加法的四边形法则和三角形法则 

 3）矢量的数乘 

       A e e e  A A Ax x y y z z  ；  为实数 

 4）矢量的点积 

    cos x x y y z zAB A B A B A B    A B  

是矢量 A、 B 之间的夹角 
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B cos是矢量 B 在矢量 A方向上的投影 

Acos是矢量 A在矢量 B 方向上的投影 

矢量的点积是标量 

0  
， ABA B  

90  
， 0A B  

两个矢量相互垂直 

运算：  A B B A      

     C A B C A C B       

         A B A B  ；   , 为实数 

    A A A   2 2AA A  
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5）矢量的叉积 
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en是与矢量 A和 B 都垂直的单位矢量 

A、 B 和 en构成右手螺旋关系 

A方向旋转到 B 方向为逆时针旋转 A B 朝前 

A方向旋转到 B 方向为顺时针旋转  A B 朝后 

是矢量 A、 B 之间的夹角 

平行四边形的面积就是 A B 的模 

A B 与 AB 方向相反 

矢量的叉积是矢量 

0  
， 0 A B ； 90  

， nABA B e  

     A B B A    ；  A A  0  
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6）矢量的混合积 

         A B C B C A C A B        

         A B C B A C C A B      

2．矢量函数的导数和微分公式 

自变量为空间坐标的情况在场论中讨论 

自变量 t为非空间坐标量，可理解为时间量 

 1）
d
d

d
d

d
d

d
d

A e e e
t

A
t

A
t

A
t

x
x

y
y

z
z    

 2）d d + d + dA e e e A A Ax x y y z z  

 3）
d
d
C
t
 0；  C 是常矢量（不随时间变化） 
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4）  d
d

d
d

d
dt t t

A B A B
    

 5）  d
d

d
dt

k k
t

A A
 ；  k是常数（不随时间变化） 

 6）  d
d

d
d

d
dt

u u
t

u
t

A A A   

 7）  d
d

d
d

d
dt t t

A B A B A B     

 8）  d
d

d
d

d
dt t t

A B A B A B      

 9）设    A A u u u t,  ， 
d
d

d
d

d
d

A A
t u

u
t
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3．矢量函数的积分公式 

自变量 t为非空间坐标量，可理解为时间量 

 1） 

 
     

d

[ d ] [ d ] [ d ]x x y y z z

t t

A t t A t t A t t  


  

A

e e e
  

     
   

x x y y z z

x x y y z z

B t B t B t
C C C

  

  

e e e
e e e

 

     B t B t B tx y z, , 是      A t A t A tx y z, , 的原函数 

C C Cx y z, , 是任意常数（不随时间变化） 
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2）    A B Ct t t  d  

 B t 是  A t 的原函数 

C 是任意常矢量（不随时间变化） 

 3）         A B A Bt t t t t t t    d d d  

 4）    k t t k t tA A d d ； k是常数 

 5）    C A C A  t t t td d ； C 是常矢量 

 6）    C A C A   t t t td d ； C 是常矢量  
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1.2  场的基本概念和可视化 

1．场的基本概念 

空间中点对应着物理量的值就确定了该物理量的场 

场中的每一点都对应着一个物理量—场量的值 

标量场，如温度场、能量场、电位场等 

矢量场，如速度场、力场、电场和磁场等 

场点，在直角坐标系中由 x y z, , 确定 

标量场和矢量场表示式为  

      u u x y zM  , , ；    A AM  x y z, ,  
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矢量函数 A(M) 的坐标表示式可写成  

(M)= ( , , ) ( , , ) ( , , )x x y y z zA x y z A x y z A x y z A e e e  

 

函数 A A Ax y z , ,  为矢量函数 A在直角坐标系 

坐标轴上的投影，为标量函数 
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e e ex y z, , 为 x轴、 y轴、 z轴正方向的单位矢量  

用矢量与三个坐标轴的夹角表示 

     ， ， 为矢量 A与 x y z, , 之间的夹角， 

方向角；cos , cos , cos 为方向余弦 

  zyx AAA eeeA  coscoscosM  

cos 
A
A
x ； cos 

A
A
y
； cos  A

A
z   

方向余弦，单位矢量在坐标轴的投影 
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2．源点与场点 

 

场源所在的空间位置称为源点 

源点P用 zyx  ,, 表示；也可用位置矢量 r 表示 
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场点P 用 zyx ,, 表示；也以用位置矢量 r 表示 

从源点到场点的距离矢量用 R 表示 

R r r  ；矢量 R 的模 R   r r  

单位矢量e r r
r rR 
 
 

 

场点和源点重合时， 0R   

R 是是非非常常重重要要的的矢矢量量；；它它联联系系着着源源点点与与场场点点  

决决定定着着场场量量与与场场源源之之间间的的空空间间关关系系  
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3．标量场的等值面 

 

设标量场  u M 是空间的连续函数 
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对空间任何一点M 0 可作出一个曲面 S  

在它上面每一点处，函数  u M 的值都等于  u M 0  

曲面 S叫做标量场u的等值面；方程为 

 u x y z C, ,   

C为常数（不随空间位置变化） 

给定C的一系列不同的数值 

可得到一系列的等值面，称为等值面族 

等值面族可以充满整个标量场所在的空间。 
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等值面互不相交；惟一性 

一般将每两相邻等值面场量值之差设为相同的定值 

可根据等值面的稀密程度观察场量的空间分布 

电场中的电位场是一个标量场；等电位面 

在坐标原点放置一个点电荷 q  

等位面方程为 

 


r q
r

C 
4 0

；解得 

  r q
C


4 0
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球面的方程； 按一定递增量C C1 2, , ,  

得到一族同心球面 

标量场的等值面与一给定平面相交 

得到标量场在该平面上的等值线 

 u x y z, , 在 x y 平面上的等值线方程为 

 u x y C,   

C为常数（不随空间位置变化） 
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3．矢量场的矢量线 

对于矢量场，可用矢量线来表示其分布 

矢量线的切线方向与场矢量方向相同 

矢量线反映了场矢量在线上每一点的方向 

矢量场中每一点有一条矢量线通过 

矢量线应是一族曲线，可以充满空间 

矢量线的密度反映矢量的大小 
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已知场矢量 A A ( , , )x y z ，求矢量线的方程 

设 M(x,y,z)为矢量线 l上的任一点，其矢径为 

r e e e  x y zx y z  ， 

则矢量微分 

d d d d dl r e e e   x y zx y z   

在点 M 处与矢量线相切的矢量，按矢量线的定义   

它必定在 M 点处与场矢量方向相同，场矢量为 

A e e e  A x y z A x y z A x y zx x y y z z( , , ) ( , , ) ( , , )  
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因此有     
d
A

d
A

d
Ax y z

x y z
   

 

这便是矢量线所满足的微分方程，其解为矢量线族 

再利用过 M点这个条件， 

即可求出过 M点的矢量线 
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因矢量线的切线方向与场矢量的方向相同，所以 

dl A  0 ； 即 

   
 

d d d d

                         d d 0

z y x x z y

y x z

yA A z zA A x

xA A y

  

  

e e

e
  得： 

d d
d d
d d

yA A z
zA A x
xA A y

z y

x z

y x

 
 
 









0
0
0
 两种表述等价 

画矢量线是有条件的（连续性） 
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4．场的其他可视化方法 
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